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Klasik optimizasyon
Optimizasyon, verilen sartlar altinda en iyi sonucun elde
edilmesi isidir.
Optimizasyon alanindaki en énemli gelismeler 18.yy’da Newton
ve Lagrange tarafindan yapilmistir.
Bir sistemin planlanmasinda amag, istenen kari
maksimize ya da gerekli gabayr minimize etmektir.
Istenen kar veya gerekli caba, karar degiskenlerinin bir
fonksiyonu olarak ifade edilir.
Optimizasyon slrecinde amag fonksiyonunun minimum
veya maksimum degerini olusturan sartlar bulunur.

Klasik optimizasyon

Klasik optimizasyon yontemleri stirekli ve tiirevienebilir
amac fonksiyonlarinin optimum ¢6ziimini bulmakta
kullaniglidir.

Optimum noktanin bulunmasinda analitik olan klasik
optimizasyon yontemleri kullanilabilir.

Amac fonksiyonu siirekli ve/veya tiirevienebilir oimayan
problemlerde klasik optimizasyon yontemleri sinirh
kullanima sahiptir.

Degisken sayisi arttikga problemlerin klasik optimizasyon
yontemleri ile ¢6ziimii zorlasmakta veya ¢ok uzun siire
almaktadir.




Klasik optimizasyon

f(x) Yerel maximum Global maximum

Coziime ait komsu
degerler

Yerel maksimum Global maksimum

Global minimum Yerel minimum

Klasik optimizasyon

Minimum ve maksimumlarin bulunmasinda amag fonksiyonunun
1, 2, ..., N. dereceden tiirevleri kullanilr.

f(x)




Klasik optimizasyon
Minimum noktalarda f '(X) negatiften pozitife geger.
Maksimum noktalarda f '(x) pozitiften negatife geger.
Minimum ve maksimum noktalarda f *(x) = O olur.

f "'(X) > 0 ise bulunulan nokta minimum,
f "'(X) < 0 ise bulunulan nokta maksimumdaur.
f (x)
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Tek degiskenli optimizasyon

Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonu igin,

belirlenen bir h aralidinda f(x*) < f(x* + h) ise,
X* noktasinda lokal minimuma sahiptir.

Ayni sekilde, tek degiskenli bir f(X) fonksiyonu igin,
belirlenen bir h araliginda f(x*) > f(x* + h) ise,
X* noktasinda lokal maksimuma sahiptir.

Eder tek degiskenli f(X) fonksiyonu, tiim X dederleri igin
f(x*) < f(X) ise, X* noktasinda global minimum
f(x*) = f(x) ise, x* noktasinda global maksimum
degere sahiptir.

Tek degiskenli optimizasyon
Tek degiskenli optimizasyon problemi icin [a, b] aralidinda f(X)
fonksiyonunu minimum/maksimum yapan X* dederi bulunabilir.

A1, Ay, A3 = Relative maxima
Ay = Global maximum
B),B; = Relative minima

1 B) = Global minimum /o
Ao A Relative minimum
3 is also global
A, minimum |
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a b " a ;)—.x

Figure 2.1 Relative and global minima.




Tek degiskenli optimizasyon

Gerekli sart (teorem):
Eder a < X < b aralidinda tanimli bir f(x) fonksiyonu,
bir x = x* (a £ x* < b) noktasinda lokal minimuma/maksimuma
sahipse ve f '(x*) tirevi varsa,
f'0¢*) =0 dir.
Eger X* noktasinda tiirev yoksa, teorem minimum veya

maksimum oldugunu ifade edemez.
flx)

A [ Negative slope m—

A
Positive slope m*
T™\ymt

foer) p—r—r— . L.

Tek degiskenli optimizasyon
Gerekli sart (teorem):

Teorem, f'(x) = 0 olan tiim noktalar igin, minimum veya
maksimum oldugunu kesin olarak ifade etmez (stationary point).

flx)
A

Stationary
point, f'(x) =0

N\




Tek degiskenli optimizasyon
Yeterli sart (teorem):
F'xX*)=f"(x*)=...=fOD(x*) =0, ancak f M(x*) #0
olsun.
Eger n cift ve f M(x*) > 0 ise; f(x*) minimum degere
sahiptir.
Eger n cift ve f M(x*) < 0 ise; f(x*) maksimum degere
sahiptir.
Eder n tek ise; f(X*) minimum veya maksimum degere sahip
degildir (inflection point).

Tek degiskenli optimizasyon
Ornek:
f(x) = x3 fonksiyonunun minimum ve maksimum noktalarini

bulalim. P f'(x\<
Cozim: ‘ | i , |
Fr(x) = 3x2 / | '
f'(x)=0

x*=0 f"(x) = 6x ) f7(x) =6

f"'(X) = 6x
f"0)=0

F'™(xX)=6
f"'(x) > 0 oldugundan (n=3) inflection point.




Tek degiskenli optimizasyon

Ornek:
f(x) = x3- 2x2+ X + 1 fonksiyonunun minimum ve maksimum
noktalarini bulalim.

Coziim:
f'(x) =3x2-4x+1
f'x)=0 ]
3x2-4x+1=0 1 :1 2

(Bx-1(x-1)=0
X *=1/3, x,*=1

“104

f"(X)=6x—-4
f"(1/3) = -2 (maksimum)
f"(1) = 2 (minimum)

Tek degiskenli optimizasyon
Ornek:

Asadidaki fonksiyonun minimum ve maksimum degerlerini

belirleyelim.
Flx) = 12x° —45x* +40x° + 5

Cozim:
F(x) = 60(x* — 3x3 4+ 2x2) = 60x2(x — 1)(x — 2)
flx)=0 — x=0x=1,x=2
F"(x) = 60(4x” — 9x* + 4x)
x=1, f"(x) =—60 x=1 relative maximum. fmax = fx=1)=12

x=2, f"(x) =240 x =2 relative minimum. Jfmin = f(x =2) = —11

£ (x) = 60(12x2 — 18x + 4) : r=0

f"x)#0 x= O‘ X =0 (n=3) minimum ve maksimum degildir (inflection point)
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Tek degiskenli optimizasyon

Ornek:
Flx) = 12x° —45x* + 4023 + 5

foax = fx =1) = 12]

10+

2

-104

‘fmin: f(x 22) = —ll‘

Tek degiskenli optimizasyon

Ornek:
Iki asamali bir kompresoriin calismasi asagidaki fonksiyonla
ifade edilmistir. c,, T, k sabit olup; p;, p, ve p; basing

degerleridir. Fonksiyonu minimize eden p, basing degerini
hesaplayalim.

(k=1)/k (k=1)/k
o pi P2
Cozim:

p,’ye gore birinci dereceden tiirev

dw k 1\ &Ry .
—=ch— || — (py)~ Yk
dp> k—11\pi k

+(p3)(k—l1fk__kk+ : (Pz)“_u’”] =0

p2 = (p1p3)'/?




Tek degiskenli optimizasyon

)(R’—])f’k ] B 2)"‘.’ (pq)(l_:”k}"fk

Coziim:
p,’ye gore ikinci tiirev
d2W | (k—1)/k 1
— Q3 = C¢pl1 | — (_)
dp; Py
—(p3 T
(dzw) B 2C;;T1%
2 = TBk—D/2k_(k+1)/2k
de p2=(pl p3)1/2 p; / pg i
p2=(pip)"* igin 5
dp;

d’w
>0 oldugundan minimum noktadir.

Fonksiyonun p2 = (p1p3)

(k—1)/2k
3) B lj|

1/2 ,
Wiin = —CPT] P

icin minimum degeri

Icerik

Klasik optimizasyon
Tek degiskenli optimizasyon
Cok degiskenli optimizasyon

20




Cok degiskenli optimizasyon
Gerekli sart:

Eder bir f (X) fonksiyonunun X = X* noktasi minimum veya
maksimum ise ve X* noktasinda f (X) fonksiyonunun birinci
derece kismi tirevleri varsa,

d d d
Lxy=Lxy= = Lxy =0
dxq dxp 0xp

Yeterli sart:

f (X) fonksiyonunun X* noktasinda ikinci derece kismi tiirev
matrisi (Hessian matrisi)

positive definite ise X* noktasi minimum

negative definite ise X* noktasi maksimumdur.
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Cok degiskenli optimizasyon

Hessian matris, amac fonksiyonunun tiim degiskenlere gore
ikinci dereceden kismi tlirevi alinarak olusturulur.

R A T
dz} dxy O dy Oxp
TR

H(f) _ 8562.8331 813% 8352-833”
TRV
| Oz, O Oy 0o dx2
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Cok degiskenli optimizasyon

Yeterli sart:
Hessian matrisin positive definite olmasi igin,
tim A;, A,, ..., A, determinantlarinin pozitif olmasi gereklidir.
Matrisin negati_ve definite olmasi igin, tim AJ- deter_minant
isaretlerinin (-1) I olmasi gereklidir (sign(A;) = sign(-1) J).
Diger durumlarda semidefinite olarak tanimlanir.

A= lanl,
ayy ap ayz - Ay
A, = |1 an) ay| axp ax -+ axy
a1 a4z A, = |@31 a3 as - az;
ajy apy a3
Az = lax a» a»nl...., dpl dp2 dp3 -~ - dpp

asy 4z ds;
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Cok degiskenli optimizasyon
Ornek:
f(Xq, X5, Xg) = X312 - Xp2 + Xg2 — X, X5 — 2X X3 + 4%, + 10
fonksiyonunun minimum oldugu noktalar bulalim.
Cozim:
Vi(x)=0, df/dx;=0 Of/dx,=0 0f/0x;3=0

2X;—2X3+4=0 X, =-10
2X3—X,-2X, =0 X3 =-8

2 0 -2 H, = f (-10, 4, -8) gegis noktasidir.
H=[ 0 -2 -1 Hy=-4
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Cok degiskenli optimizasyon
Ornek:

fonksiyonunun minimum oldugu noktalar bulunuz.
Coziim:

VE(X)=0, of/dx,=0 f/dx,=0 of/dx;=0

3x,2-12=0 X, =2,-2
2%, —8=0 X, =4 f (2, 4, 6) minimum,
2X3—12=0 X3 =6 f (-2, 4, 6) gegis noktasidr.
6x, 0 0 H, =12 (2),-12 (-2)
H=[0 2 0 H,=24(2),-24 (-2)
0 0 2 H, =48 (2), -48 (-2)
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Cok degiskenli optimizasyon

Ornek:
Asagidaki esitlikte U degerini minimum yapan X; ve X,
degerlerini bulalim (K, , k, , k; ve P pozitif sabit).

U= [Skox? + $ks(xy — x1)% + 3k 23] — Pxy

Cozim:

aUu
— =kox1 —k3(xy —x1) =0
dx|
aU
— =k3(xr» —x1) +kix— P =0
dxa

. Pk;

U™ kky + kiks + koks
o — P(ky + k3)

kika + kiks + kaks
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Cok degiskenli optimizasyon

Goziim: U= [3kox} + Ths(xvy — x1) + Sy 23] — Py
X," ve X," igin Hessian matrisi hesaplanir.
U U
dxy  dx10x2 ky+ky —k3
I |t = =
32U aEU —k3 kl + k3

dx10x2 8x§

(x},x3)
S =k +ks| =ky+ ks3>0

ky +ky  —k3
—k3 k14 k3

J’):

= kiky + kiks + kok3 =0

J matrisi pozitif oldugundan X;" ve X,” degerlerinde fonksiyon
minimum degere sahiptir.
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Cok degiskenli optimizasyon
Eyer noktasi:
Eder bir f (X, y) fonksiyonu igin birinci derece kismi tiirevin,

af _af

Lo

ax ay
oldugu (x*, y*) noktasinda Hessian matrisi her iki degisken
icin birden pozitif veya negatif degilse, (x*, y*) noktasi eyer
noktasi (saddle point) olarak adlandirilir.

local min local max saddle point

AXJ
XX
\.\‘:\_‘;gf,_u’a

f(x,y)=x*+y? f(x,y)==x?-y?
28




Cok degiskenli optimizasyon
Ornek:
Asagidaki fonksiyonun extreme noktalarini bulalim.
fixi,x) = x? —I—x% + EJc:]2 —|—4x§ +6
Coziim: ;
o _ 3x 4+ 4x; =x3x;+4) =0
d9x1
d
L34 8n = 0B +8) =0
Extreme noktalar  (0,0), (0, —3), (-%,0), (—3,—3%)
Hessian matrisi ah’f = 6x; +4
dxy
aﬁf J _ 611 =+ 4 0
82=6x2+8 - 0 6x7 + 8
X2
32
f =0
dxjox; 29
Cok degiskenli optimizasyon
Coziim:
Hessian matrisin minor determinantlari ’
jo[ox+4 0
- 0 6x2 + 8
_ N—
J1 = |6x1 + 4|
6x1+4 0
Jr =
0 6x+8
Minor determinantlarin analizi
Point X Value of J;  Value of J» Nature of J Nature of X fiIX)
(0, 0) +4 +32 Positive definite Relative minimum 6
(0, —_%) +4 =32 Indefinite Saddle point 418/27
(— % 0) —4 -32 Indefinite Saddle point 194/27
(—%, —%) 4 +32 Negative definite Relative maximum 5073
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Cok degiskenli optimizasyon
Ornek:

Asagidaki esitlikte f (X;, X, X3) fonksiyonunun verilen kisit ile
maksimum dederini bulalim.

fx1, x2, x3) = 8x1x2x3
x% + XQE + x32 =1
Coziim:
Fonksiyonu f (X, X,) seklinde yazalim.

x3 = (1 —x%—x%)l/z

fx1, x2) = 8xpxa(1 — xf — x3)1/2

af NV X} ] _
e —qu[(] x| — x3) (I_x%_xzi)]fz =0 |—2x12—x§:0
— 9 h
. ) i 2 | —x} =223 =0
.af — 8x, [(] —xf—x%)”“—;—~,],,]=o x1 — 2x)
dx2 (I —xj —x3)"/° 31
Cok degiskenli optimizasyon
Coziim: f(x1,x2, x3) = 8x1x2x3| |x{ + x5 +x3 = |

; — xf=xj=1//3 xi=1/V3

| —x? —2x2=0

X;", X," ve X3" noktasi minimum mu yoksa maksimum mu?

0 f 32 2 24 a2 2 2
azzfﬁm(fﬁx;) £<0 ve gg—(.a_f>>0
X J oxy dxi dx5 dx10x2
2 el)
ﬂ = _3_' at (xF. x* Hessian matrisi negative definite’tir.
a0 ; ( 1 2) .
ax3 V3 sign(A) =sign(-1)i, (A, <0, A>0)
5 X;", X, maksimumdur.
o f §)
= ——at (xF, xF
dx10x2 V3 7> x2) f 8
max — T —
34/3
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Odev

Cok amacli ve ¢ok degiskenli optimizasyon uygulamasini iceren
bir makale icin 6dev hazirlayiniz.
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